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Numerische Verfahren zur Nullstellenbestimmung in C und C++
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1. Einleitung
In der Funktionsbibliothek HMNull sind die folgenden drei Verfahren zur numerischen Nullstellen-
bestimmung implementiert:

e das Bisektionsverfahren (auch Intervallhalbierungsverfahren),
e das Newtonverfahren (auch Newton-Raphson-Verfahren),
e das Sekantenverfahren.

HMNull kann sowohl in C- als auch in C++-Projekten verwendet werden. Unabhangig von der verwen-
deten Programmiersprache (C oder C++) sind die beiden Dateien hmnull.c und hmnull.h dem Projekt
hinzuzufiigen.

In der folgenden Abbildung ist die Entwicklungsumgebung ,, Qt Creator” mit einem geoffneten C++-
Projekt dargestellt. Die Seitenleiste am linken Fensterrand zeigt eine Ubersicht iiber das aktuell
geoffnete Projekt, hier sind die genannten Dateien aufgelistet.

.\ main.cpp - DemoNull - Qt Creator

Datei Bearbeiten Erstellen Debuggen Analyze Extras Fenster Hilfe

Projekte =+ Y. © s X <Symbol auswahlen>
. ¥ @ DemoNull | #include "hmnull.h"
[ DemoNull.pro | .
WL - | icoder-Dateien 2 #include <iostream>
fiif (hmnullh) #include <math.h>

I_ ¥ . Quelldateien

- hmnull. ‘ .

Editieren E v int main()

% {

7 ‘

Desil using namespace std;

P using namespace HMNull;

pCE // Funktion: y = cos(x) + 2 * x;

q auto y = [](double x) { return cos(x) + 2 * x; }:
Projekte

// Nullstelle mittels Sekantenverfahren bestimmen

l:‘ double x0 = Secant(y, 0, 1):

Analyze

o // Ergebnis ausgeben

Hilfe cout << "y = cos(x) + 2 * x hat eine Nullstelle ";

cout << "beil x0 = " << x0 << endl;
}

Abbildung 1 — Qt Creator mit einem geoffneten C++-Projekt

Hinweis: Zur Berechnung reeller und komplexer Nullstellen von Polynomen ist das WeierstraR-
Durand-Kerner-Verfahren gut geeignet. Dieses ist allerdings nicht im Rahmen von HMNull sondern
in der Funktions- und Klassenbibliothek HMMatrix implementiert. Die dortigen Funktionsnamen
lauten fiir C-Projekte: v_croots(), v_croots2(), v_droots() und v_droots2(), bzw. fiir C++-Projekte:
Vector::Roots().
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2. Programmierung in C

2.1. Beispiel: Bisektionsverfahren

Y A e e T T

/* HMNULL: Berechnung einer Nullstelle mit dem Bisektionsverfahren in C
/* ______________________________________________________________________

#include "hmnull.h"
#include <stdio.h>
#include <math.h>

/* f(x) = sin(x) * cos(x) */
double fx(double x, void *pdata)
{

}

/* f(x) hat bei pi/2 eine Nullstelle */
int main(void)

return sin(x) * cos(x);

{
double x0 = bisect(fx, 1.0, 2.9);
printf("Nullstelle bei x0 = %f\n", x0); /* 1.5708 */
return 0;

}

2.2. Beispiel: Newtonverfahren

Y A e e e

/* HMNull: Berechnung einer Nullstelle mit dem Newtonverfahren in C;

/* zusatzlich zur Funktion f(x) muss deren Ableitung lbergeben werden.
/* ______________________________________________________________________

#include "hmnull.h"
#include <stdio.h>
#include <math.h>

/* F(x) = x*2 - 1 */
double fx(double x, void *pdata)
{

}
/* (X)) = 2x %/

double df_dx(double x, void *pdata)
{

}

/* f(x) hat Nullstellen bei x0 = +/-1.0 */
int main(void)

return x * x - 1.0;

return 2 * x;

{
double x0 = newton(fx, df_dx, 1.5);
printf("Nullstelle bei x0 = %f\n", x0); /* 1.000 */
x0 = newton(fx, df_dx, -2.9);
printf("Nullstelle bei x0 = %f\n", x0); /* -1.000 */
return 0;

}
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2.3. Beispiel: Sekantenverfahren

/* ________________________________________________________________________ */
/* HMNull: Berechnung einer Nullstelle mit dem Sekantenverfahren in C */
/* ________________________________________________________________________ */

#include "hmnull.h"
#include <stdio.h>
#include <math.h>

/* f(x) = sin(x) * cos(x) */
double fx(double x, void *pdata)
{

}

/* f(x) hat bei pi/2 eine Nullstelle */
int main(void)

return sin(x) * cos(x);

{
double x0 = secant(fx, 1.0, 2.9);
printf("Nullstelle bei x0 = %f\n", x0); /* 1.5708 */
return 0;

¥

2.4. Beispiel: Genauigkeit und Iterationsanzahl vorgeben

/* ________________________________________________________________________ */
/* Auf Wunsch kdnnen gewilinschte Genauigkeit (epsilon) und maximal zuldssige */
/* Iterationensanzahl (max_iter) vorgegeben werden. Ebenso ist es moglich, */
/* nach Berechnungsende einen Fehlercode zu erhalten. Uber "pdata" werden  */
/* Daten vom Hauptprogramm an die Implementierung von f(x) weitergeleitet. */
/* ________________________________________________________________________ */
#include "hmnull.h"

#include <assert.h>

#include <stdio.h>

#include <math.h>

/* f(x) = sin(x) * cos(x) */
double fx(double x, void *pdata)

{
assert(pdata == (void*)12345); /* Daten vom Hauptprogramm... */

return sin(x) * cos(x);

}

/* f(x) hat bei pi/2 eine Nullstelle */
int main(void)

{
size t max_iter = 20; int err = 9;
double epsilon = le-6; void *my_data = (void*)12345;
double x0 = secant_ex(fx, 1.0, 2.0, epsilon, max_iter, &err, my_data);
if(err == HMNULL_OK)
printf("Nullstelle bei x0 = %f\n", x0); // 1.5708
else
printf("%s\n", hmnull_errmsg[err]);
max_iter = 2; /* Nur zwei Iterationen reichen nicht aus! */
x0 = secant_ex(fx, 1.0, 2.0, epsilon, max_iter, &err, my_data);
if(err == HMNULL_OK)
printf("Nullstelle bei x0 = %f\n", x0);
else
printf("%s\n", hmnull_errmsg[err]); /* "Iteration failed" */
return 0;
}
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2.5.

Funktionsiibersicht
Rickgabewerte bzw. Fehlermeldungen von Funktionen:

#define HMNULL_OK ©  /* Funktion wurde erfolgreich beendet */
#define HMNULL_ERR_ITFAIL 1  /* Berechnungsverfahren konvergiert nicht */
#define HMNULL_ERR_PARAM 2  /* Ungilltige Parameter beim Funktionsaufruf */
#define HMNULL_ERR_NAN 3 /* Uberlauf/NaN wihrend der Berechnung */

Defaultwerte fir die zu erreichende Genauigkeit und die maximal zuldssige Iterationsanzahl:

#define HMNULL_EPSILON 1.0e-10
#define HMNULL_MAXITER 10000UL

double bisect_ex(hmnull fn fn, double x1, double x2,
double epsilon, size t max_iter, int *errorcode, void *pdata);

Numerische Bestimmung einer Nullstelle mittels Bisektionsverfahren: Als Parameter "fn" ist die
Funktion zu Ubergeben, deren Nullstelle bestimmt werden soll (vergl. "typedef hmnull_fn" in
"hmnull.h"). Die Nullstelle muss zwischen x1..x2 liegen, fn(x1) und fn(x2) mussen
unterschiedliche Vorzeichen haben. Das Verfahren wird beendet, falls eine Losung mit der
Genauigkeit "epsilon" ermittelt oder nach "max_iter" Iterationen keine Losung gefunden wurde.
Uber "pdata" kann ein beliebiger Zeiger an die Implementierung von "fn" weitergeleitet werden.

Uber "errorcode" wird ein Fehlercode zuriickgegeben, mégliche Codes sind:
HMNULL _ERR_ITFAIL, HMNULL_ERR_PARAM, HMNULL_ERR_NAN und HMNULL OK. (Es ist
zuldssig, im Parameter "errcode" NULL zu Ubergeben, falls kein Fehlercode bendtigt wird.) Die
berechnete Nullstelle wird als Riickgabewert zurlickgegeben.

double bisect(hmnull fn fn, double x1, double x2);

Numerische Bestimmung einer Nullstelle mittels Bisektionsverfahren: Siehe Dokumentation von
"bisect_ex" flur Details zum Funktionsaufruf. Im Gegensatz zu "bisect_ex" werden hier fir die
Parameter "epsilon", "max_iter", "errcode" und "pdata" folgende Standardwerte Ubergeben:
HMNULL_EPSILON, HMNULL_MAXITER, NULL und NULL.

double newton_ex(hmnull fn fn, hmnull fn deriv, double x@,
double epsilon, size t max_iter, int *errorcode, void *pdata);

Numerische Bestimmung einer Nullstelle mittels Newtonverfahren: Als Parameter "fn" ist die
Funktion zu Ubergeben, deren Nullstelle bestimmt werden soll (vergl. "typedef hmnull_fn" in
"hmnull.h"). In "deriv" ist die Ableitung von "fn" zu Gbergeben. Der Algorithmus beginnt mit dem
Startwert "x0". Er wird beendet, falls eine Lésung mit der Genauigkeit "epsilon" ermittelt oder
nach "max_iter" Iterationen noch keine Lésung gefunden wurde. Uber "pdata" kann ein Zeiger an
die Funktionen "fn" und "deriv" weitergeleitet werden.

Uber "errorcode" kann ein Fehlercode an den Aufrufer zuriickgegeben werden, mégliche Codes:
HMNULL_ERR_ITFAIL, HMNULL_ERR_NAN und HMNULL_OK. (Es ist zuldssig, im Parameter
"errcode" NULL zu libergeben, falls kein Fehlercode bendtigt wird.) Die berechnete Nullstelle
wird als Riickgabewert zurilickgegeben.

double newton(hmnull fn fn, hmnull fn deriv, double x®0);

Numerische Bestimmung einer Nullstelle mittels Newtonverfahren: Siehe Dokumentation von
"newton_ex" fur Details zum Funktionsaufruf. Im Gegensatz zu "newton_ex" werden hier fur die
Parameter "epsilon", "max_iter", "errcode" und "pdata" folgende Standardwerte Ubergeben:
HMNULL_EPSILON, HMNULL_MAXITER, NULL und NULL.
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double secant_ex(hmnull fn fn, double x1, double x2,
double epsilon, size t max_iter, int *errorcode, void *pdata);

Numerische Bestimmung einer Nullstelle mittels Sekantenverfahren: Als Parameter "fn" ist die
Funktion zu Ubergeben, deren Nullstelle bestimmt werden soll (vergl. "typedef hmnull_fn" in
"hmnull.h"). Die Nullstelle sollte dabei moglichst in der Ndhe des Intervalls x1...x2 liegen.

Das Verfahren wird beendet, falls eine Losung mit der Genauigkeit "epsilon" ermittelt oder nach
"max_iter" Iterationen keine Losung gefunden wurde. Uber "pdata" kann ein beliebiger Zeiger an
"fn" weitergeleitet werden.

Uber den Zeiger "errorcode" kann ein Fehlercode zuriickgegeben werden, mégliche Codes sind:
HMNULL _ERR_ITFAIL, HMNULL_ERR_NAN und HMNULL_OK. (Als "errcode" kann NULL
Ubergeben werden, falls kein Fehlercode benétigt wird.) Die berechnete Nullstelle wird als
Rickgabewert zuriickgegeben.

double secant(hmnull fn fn, double x1, double x2);

Numerische Bestimmung einer Nullstelle mittels Sekantenverfahren: Siehe Dokumentation von
"secant_ex" fur Details zum Funktionsaufruf. Im Gegensatz zu "secant_ex" werden hier fir die
Parameter "epsilon", "max_iter", "errcode" und "pdata" folgende Standardwerte Ubergeben:
HMNULL_EPSILON, HMNULL_MAXITER, NULL und NULL.
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3. Programmierung in C++

3.1. Beispiel: Bisektionsverfahren

f ] =
// HMNull: Berechnung einer Nullstelle mit dem Bisektionsverfahren in C++;

// f(x) wird in diesem Beispiel als Funktionszeiger iibergeben.

/] = oo
#include "hmnull.h"
#include <iostream>

using namespace std;
using namespace HMNull;

// f(x) = sin(x) * cos(x)
double fx(double x)

{
return sin(x) * cos(x);
}
// f(x) hat bei pi/2 eine Nullstelle
int main()
{
auto x0 = Bisect(fx, 1.0, 2.9);
cout << "Nullstelle bei x0 = " << x@ << endl; // 1.5708
}

3.2. Beispiel: Newtonverfahren

/] o mm e m oo oooeooo—oo-o-o--
// HMNull: Berechnung einer Nullstelle mit dem Newtonverfahren in C++;

// f(x) und f'(x) werden in diesem Beispiel als Lambda-Ausdriicke libergeben.

e T TP T TP
#include "hmnull.h"
#include <iostream>

using namespace std;
using namespace HMNull;

// f(x) = x*2 - 1 hat Nullstellen bei x0 = +/-1.0
int main()
{
auto fx = [](double x) { return x * x - 1.0; };

auto df_dx = [](double x) { return 2 * x; };
auto x@ = Newton(fx, df_dx, 3.0);
cout << "Nullstelle bei x0 = " << x0 << endl; // 1.0
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3.3. Beispiel: Sekantenverfahren

/] o mm e mooeooo-o-oooo-o---
// HMNull: Berechnung einer Nullstelle mit dem Sekantenverfahren in C++;

// f(x) wird in diesem Beispiel als Funktionsobjekt ("Functor") libergeben.

/] == eoioooooooooooo-
#include "hmnull.h"
#include <iostream>

using namespace std;
using namespace HMNull;

// Funktionsobjekt zur Berechnung von f(x) = x*2 + offset
class MyFunction

double offset_;
public:

MyFunction(double offset) : offset_(offset) { }
double operator()(double x) { return x * x + offset_; }

s
// f(x) = x*2 - 1 hat Nullstellen bei x0 = +/-1.0
int main()
{
MyFunction fx(-1.0);
auto x0 = Secant(fx, 5.0, 10.9);
cout << "Nullstelle bei x@0 = " << x@ << endl; // 1.0
}

3.4. Beispiel: Abfragen von Berechnungsfehlern
[/ = e e e e e e
// HMNull: Bei der Programmierung in C++ werden Ausnahmefehler ausgelost,

// falls es bei der Nullstellenbestimmung zu Fehlern kommt.

A RCEEEEEEEE
#include "hmnull.h"
#include <iostream>

using namespace std;
using namespace HMNull;

// Beispiel: Beim Bisektionsverfahren muss im Intervall, das der
// Anwender angibt, eine ungerade Anzahl von Nullstellen liegen.

int main()

{
auto y = [](double x) { return sin(x); };
try
{

// Im angegebenen Intervall liegen aber zwei Nullstellen!
double x0 = Bisect(y, -0.1, 3.2);

cout << "Nullstelle bei x0 = " << x@ << endl;
}
catch(const exception &err)
{
// Es wird ausgegeben: "Invalid parameter"
cout << "Fehler: " << err.what() << endl;
}
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3.5.

Funktionsiibersicht
Die folgenden C++-Funktionen sind im Namensraum "HMNull" definiert.

template<typename FunctT> double Bisect(
FunctT funct, double x1, double x2,
double epsilon = HMNULL_EPSILON, size t maxiter = HMNULL_MAXITER);

Nullstellenbestimmung mit dem Bisektionsverfahren: Die Funktion f(x) ist als Funktionsobjekt
(bzw. Lambda-Ausdruck, Funktionszeiger o. d.) zu Ubergeben. Zusétzlich ist ein Intervall x1...x2
anzugeben, in dem die zu suchende Nullstelle (oder eine grofRere, ungerade Anzahl von
Nullstellen) liegen muss. Optional kdénnen die gewiinschte Genauigkeit sowie die maximal
zuldssige Iterationsanzahl angegeben werden.

template<typename FunctT, typename DerivT> double Newton(
FunctT funct, DerivT deriv, double x@,
double epsilon = HMNULL_EPSILON, size t maxiter = HMNULL_MAXITER);

Nullstellenbestimmung mit dem Newtonverfahren: Die Funktion f(x) und deren Ableitung sind als
Funktionsobjekte (bzw. Lambda-Ausdriicke, Funktionszeiger o. &.) zu Ubergeben. Zusatzlich ist
der Startwert x0 fur das lterationsverfahren anzugeben. Optional kdnnen die zu erreichende
Genauigkeit sowie die maximal zuldssige lterationsanzahl angegeben werden.

template<typename FunctT> double Secant(
FunctT funct, double x1, double x2,
double epsilon = HMNULL_EPSILON, size t maxiter = HMNULL_MAXITER);

Nullstellenbestimmung mit dem Sekantenverfahren: Die Funktion f(x) ist als Funktionsobjekt
(bzw. Lambda-Ausdruck, Funktionszeiger o. d.) zu Ubergeben. Zuséatzlich ist ein Intervall x1...x2
anzugeben, in dessen Nahe die gesuchte Nullstelle liegen sollte. Optional kdnnen die gewlinschte
Genauigkeit sowie die maximal zuldssige Anzahl von Iterationen angegeben werden.
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Anhang A: Kontakt, Lizenz

Tilman Kipper
tilman.kuepper@hm.edu

Hochschule Miinchen

Fakultat fir Maschinenbau, Fahrzeugtechnik, Flugzeugtechnik
Dachauer StralRe 98 b

D-80335 Miinchen

http://kuepper.userweb.mwn.de/

Die Funktions- und Klassenbibliothek HMNull darf unter Beachtung der folgenden Lizenz-
bedingungen frei verwendet und weitergegeben werden:

Boost Software License - Version 1.0 - August 17th, 2003

Permission is hereby granted, free of charge, to any person or organization
obtaining a copy of the software and accompanying documentation covered by
this license (the "Software") to use, reproduce, display, distribute,
execute, and transmit the Software, and to prepare derivative works of the
Software, and to permit third-parties to whom the Software is furnished to

do so, all subject to the following:

The copyright notices in the Software and this entire statement, including
the above license grant, this restriction and the following disclaimer,
must be included in all copies of the Software, in whole or in part, and
all derivative works of the Software, unless such copies or derivative
works are solely in the form of machine-executable object code generated by

a source language processor.

THE SOFTWARE IS PROVIDED "AS IS", WITHOUT WARRANTY OF ANY KIND, EXPRESS OR
IMPLIED, INCLUDING BUT NOT LIMITED TO THE WARRANTIES OF MERCHANTABILITY,
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE, TITLE AND NON-INFRINGEMENT. IN NO EVENT
SHALL THE COPYRIGHT HOLDERS OR ANYONE DISTRIBUTING THE SOFTWARE BE LIABLE
FOR ANY DAMAGES OR OTHER LIABILITY, WHETHER IN CONTRACT, TORT OR OTHERWISE,
ARISING FROM, OUT OF OR IN CONNECTION WITH THE SOFTWARE OR THE USE OR OTHER

DEALINGS IN THE SOFTWARE.
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